Masodfoku egyenletek

(Kvadratické rovnice)
D. Egy egyenlet mdsodfokii, ha olyan alakra hozhatd (tortek eltiintetésével, zarojelek felbontasaval, tagok
rendezésével és Osszevonasaval), hogy az egyenlet egyik oldalan mésodfoku fiiggvény szerepeljen a masikon

pedig nulla.
ax?+bx+c=0 vagy O=ax?+bx+c a;b;ceRAa#0

A masodfokt egyenlet megoldasa tulajdonképpen a masodfoku fliggvény grafikonjanak (parabola) és az xtengely
ko6z6s pontjainak keresése. A parabola kiilonb6z6 helyzetet vehet fel:

y y
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a parabola kétszer athalad az x tengelyen
az xtengely a parabola szel6je (2 kozos pont)

y y

a parabola érinti az x tengelyt
az xtengely a parabola érint6je (1 k6z6s pont)
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a parabola az xtengely felett van a parabola az xtengely alatt van



a parabolanak nincs k6zos pontja az x tengellyel
Hianyos masodfoku egyenletek
1. hidnyzik a linedris tag (b = 0)

ax?+c=0
ax®=-c
X2=—<
a
S
K= -
X1=— —2 X2 = / —% (az X1 és az X ellentett értékek)
a megoldhatdsag feltétele, hogy a gyokjel alatti kifejezés értéke pozitiv legyen:
- 2 >0 /(1)

2 <0 — ezaztjelenti, hogy az a és a c ellentett eldjeliick kell, hogy legyenek

2. hianyzik a konstans tag (¢ = 0)
ax?+hbx=0

X(ax+b)=0
x1=0 ax+b=0
ax=-b
b
Xo = ——

a
ebben az esetben az egyik megoldds mindig a nulla

3. hidanyzik a linedris és a konstans tag is (b = ¢ = 0)

ax?=0
xX2=0
x=0

az ilyen egyenletnek egyetlen kétszeres gyok a megoldasa: a nulla
példa:

Oldjuk meg az alabbi hianyos masodfoku egyenleteket:

a,x2+3x=0 b, 5x2-125=0 c,x2+3=0
d,7-x2=0 e, 4x = 3x? f, (x +6)>=81
X2 +3x=0
X(x+3)=0
x1=0 X+3=0
X2 = -3
5x2 - 125=0
5x? =125
x2=25
IX| =5
X1=5 X2 =-5
X2+3=0
x2=-3
nincs megoldasa
7-%x2=0
7=x?
V7 =|X|
X1=\/7 X2—-\/7
4x = 3x2
4x —3x%=0

X(4-3x)=0



x1=0 4-3x=0
4 =3x
4_
3 X2
(x +6)>=81
X+6|=9
X+6=9 X+6=-9
X1=3 X2 =-15

Teljes masofoku egyenlet
ax?+bx+c=0 I-c

a(x2 + Zx) =-C

a(x2 + Zx + (%)2> =-Cc +a.(%)2
2

b b2
a(x+) =-c+o
2a 4a
2 2
b —4ac+b
a(x+—) = [:a
2a 4a
2 2
b b“—4ac
(x+—) = N
2a 4a?
b b2—4ac
|x+—|:
2 4a?
|X-+ _Vb2%-4ac
2a Vaa?
b vVb2—4ac
X+—[=
2a 2a
b _ Vb2%-4ac b _  Vb2%-4ac
X+—= X+—=—
2a 2a 2a 2a
X _ —b+Vb%-4ac X _ —b—Vb%-4ac
1=— = — 7
2a 2a

az egyesitett képlet a masodfokt egyenlet gyokeinek kiszamitasara:
—-b+Vb2-4ac _ —b+VD

2a 2a

X12 =

M. Az a, b és c értékei fiiggetlenek a sorrendtél — kiilonben a 3x2 —5x —2=0ésa -5x — 2 + 3x°= 0
egyenleteknek mas megoldésai lennének, annak ellenére, hogy a két egyenlet azonos, csak a tagok sorrendjében
kiilonboznek:

az a szam a masodfoku tag egyiitthatdja (a szam ami az ismeretlen négyzetét szorozza eldjelestiil)

a b szam a linearis tag egyiitthatoja (a szam ami az ismeretlent szorozza eldjelestiil)

a C szam a konstans tag/tagok (az ismeretlen mentes szam/szamok — néha az irracionalis szam

mellett van egész/racionélis szam is — pl.: ¢ = -3 +/5)
M. Természetesen ezen tipusu egyenleteknél is a teljes megoldas mindig tartalmazza az ellendrzést (probat) is.

A képlet négyzetgyokot tartalmaz, amit nem lehet negativ szamokbol vonni (legalabbis a valos szamok halmazan
nem). gy a gyokijel alatti kifejezés eldjele meghatarozo tényezd a masodfoku egyenletek megoldhatosaganal.
Ebbdl kifolyolag ez a kifejezés (gydkalap) kiilon nevet kapott: diszkriminans — ,,elére megitélés”, ,,dontd
tényezd”.
a masodfoku egyenlet diszkriminansa: D = b%> —4.a.c
meghatdrozza a megoldasok szamat

a, D > 0 = az egyenletnek két gydke van

b, D =0 = az egyenletnek egy, kétszeres gyoke van

¢, D <0 = az egyenletnek nincs megoldasa a valos szamok halmazan

gyoktényezos alak/linearis tényezékre bontas (rozlozenie na korenovych/linearnych ¢initel'ov):
a.x?+b.x+c=a.(x—xy).(X—X2)

. , b 11 b
Viete-formulak: X1+ X2 =— = X1.X2 = 4 -=_5

! X1 X c

Qla

haa=1 X1+X2=-b; Xxix2=c



A Viete-formulak segitenek az egész gyokokkel rendelkez6 masodfoku egyenletek megoldasdban — nem
sziikséges megoldoképletet alkalmazni.
Probaljuk meg felbontani a masodfoku haromtagot gyoktényezok szorzatara:

- a zarojelben szerepld szdmok Osszege megegyezik a linedris tag egyiitthatojaval

- szorzatuk pedig a konstans tagot adja
Mivel az adott 6sszeg (mint két szam Osszege) végtelen sok modon allithatéd elé, szorzat viszont csak néhany
1étezik, igy ezen Szorzatokat jegyezziik le. Utana keressiik a helyes tényezdpart, ahol az 6sszeg a megfeleld lesz.
Ezt altalaban fejben végezziik el, és mar csak a megfeleld szdmpart irjuk be a zardjelekbe.

példa:

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet gyoktényezék szorzatara bontassal: X? —5X — 24 =0

az Osszeg -5
a szorzat -24 — felsoroljuk a lehetségeket
-1.24 1.(-24)
-2.12 2.(-12)
-3.8 3.(-8)
-4.6 4.(-6)

a megfeleld Osszeget a 3 és -8 szampar adja

vagyis gyoktényezos alakban egyenletiink igy néz ki:
(x+3)(x-8)=0

ez azt jelenti, hogy:
X+3=0 V x-8=0
X1=-3;X2=8

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet gyoktényezok szorzatira bontassal: X2 + 7X — 78 =0

az Osszeg 1
a szorzat -78 — felsoroljuk a lehetdségeket
-1.78 1.(-78)
-2.39 2.(-39)
-3.26 3.(-26)
-6.13 6.(-13)

a megfeleld Osszeget a -6 és 13 szampar adja
(x-6)(x+13)=0
ez azt jelenti, hogy:
Xx-6=0 V x+13=0
X1=6; X2 =-13
De altalaban nincs ekkora szerencsénk, és az egyenlet gyokei racionalis vagy irracionalis szamok. Ekkor nincs
valasztasunk, a megoldoképletet kell alkalmaznunk €s igy kiszamolni a megoldésokat.

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet: 2x*> —3x —2 =0

a=2;b=-3;c=-2

—b+VbZ—dac _ —(=3)+/(=3)2—42.(-2) _ 3+9+16 _ 345 _ 7 2
2a - 2.2 T4 T 4 T N—=

X12 =

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet: 3x? = 2 — 5x

egyenletiinket elobb nullara redukaljuk — az egyenlet egyik oldalan nullanak kell maradnia, csak
ezutan hasznalhatjuk a képletet — tehat el6bb atalakitjuk
3x2=2 - 5x /-2 + 5X
3x2—-2+5x=0
a=3;b=5c=-2



X1 = —-b+Vb2—4ac _ —54,/52-4.3.(-2) _ —5+/25+24 _ -54+7 _ %
12= = = = =

2a 2.3 6 6 N
Oldjuk meg a mésodfokt egyenletet — + g =25

elobb feltételeket kell szabni — bebiztositani, hogy a nevezdbe ne keriilhessen nulla
X+3£#0 — X#-3
X—4#0 — X#4
= +X=25 10X + 3)(x — 4)
(X — 4)? ¥ (x + 3)2 =2,5(x + 3)(x — 4)
X% —8x + 16 + X2 + 6X +9 = 2,5(x% — 4x + 3x — 12)
2X2 - 2x + 25 =2,5x% - 2,5x — 30 [-2x2 + 2x — 25
0=0,5x*>-0,5x — 55 /.2
0=x2-x-110
a=1;b=-1;c=-110
-b+Vb%2—4ac _ —(-1)+/(-1)2-4.1.(-110) _ 1+Vi+440 _ 1+21 _ /7 11
2a - 2.1 B 2 T2 T N=10

X12 =

Oldjuk meg a masodfoku egyenletet: 3X62__X

12 X—2 2—X
3x2-12+#0
3(x*—4)#0

3(x+2)(x-2)#0
X+2#0 — X#-2
X—=2#0 — X#2

6—X 1 1
- =1-—
3x62_—X12 XIZ 2—)(1
-1z x—2 1- —1(-2+x%) 1.3(x +2)(x - 2)

6-X—-13(x+2)=3(x>—4)+1.3(x+2)
6-X-3x—-6=3x>-12+3x +6
4x=3x*+3x—6 [+4x
0=3x’+7x-6
a=3;b=7,c=-6
—b+Vb2—4ac _ —7+72-43.(-6) _ —7+\JA9+72 _ -7+11 _ /
2a - 2.3 a 6 NG

X12 =
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